Неделя 5
Интеграл функции комплексного переменного. Теорема и интегральная формула Коши

Лекция №5
Цель лекции: изучить интегрирование функций комплексного переменного по кривой, основные свойства комплексного интеграла, теорему Коши и интегральную формулу Коши; научиться вычислять комплексные интегралы прямым способом и с использованием основных теорем.

1. Интеграл функции комплексного переменного
Пусть гладкая кривая L задана параметрически z=z(t), α≤t≤β, а функция f(z) непрерывна на L. Интеграл функции комплексного переменного по кривой определяется формулой:
∫_L f(z) dz = ∫_α^β f(z(t)) z′(t) dt
Если z=x+iy, f(z)=u+iv и dz=dx+i dy, то
f(z)dz = (u dx−v dy) + i(v dx+u dy)

2. Основные свойства комплексного интеграла
1. Линейность: интеграл суммы равен сумме интегралов.
2. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла.
3. При изменении направления обхода кривой знак интеграла меняется.
4. Интеграл по составному контуру равен сумме интегралов по его частям.
5. Если F′(z)=f(z), то ∫_A^B f(z)dz=F(B)−F(A), если первообразная существует в рассматриваемой области.

3. Прямое вычисление интеграла
Для прямого вычисления комплексного интеграла кривую параметризуют, находят dz=z′(t)dt и переходят к обычному определенному интегралу по действительному параметру t.
z=z(t)  ⇒  dz=z′(t)dt

4. Теорема Коши
Если функция f(z) аналитична в односвязной области D и на замкнутом контуре C, целиком лежащем в D, то интеграл по этому контуру равен нулю:
∮_C f(z) dz = 0. Теорема Коши позволяет существенно упростить вычисление интегралов аналитических функций по замкнутым контурам.

5. Интегральная формула Коши
Если f(z) аналитична внутри и на положительно ориентированном простом замкнутом контуре C, а точка z₀ находится внутри C, то ∮_C f(z)/(z−z₀) dz = 2πi f(z₀). Более общая формула для производных имеет вид ∮_C f(z)/(z−z₀)^(n+1) dz = 2πi/n! · f⁽ⁿ⁾(z₀)

6. Разобранные примеры
Пример 1. Вычислить ∫_L z dz от 0 до 1+i.
Решение: Первообразная: F(z)=z²/2. ∫_L z dz = [(1+i)²−0]/2 = i.

Пример 2. Вычислить ∮_C z³ dz по любой замкнутой кривой.
Решение: Функция z³ аналитична во всей плоскости. По теореме Коши: ∮_C z³dz=0.

Пример 3. Вычислить ∮_|z|=2 dz/(z−1).
Решение: Точка z₀=1 лежит внутри окружности |z|=2. По формуле Коши: ∮ dz/(z−1)=2πi.

Пример 4. Вычислить ∮_|z|=2 e^z/(z−1) dz.
Решение: f(z)=e^z аналитична, z₀=1 внутри контура. Интеграл равен 2πi·e.

Пример 5. Вычислить ∮_|z|=2 z²/(z−i) dz.
Решение: Точка i находится внутри |z|=2. По формуле Коши: 2πi·i²=−2πi. 

[bookmark: _GoBack]Контрольные вопросы
1. Как определяется интеграл функции комплексного переменного по кривой?
2. Как вычисляется dz при параметрическом задании контура?
3. Перечислите основные свойства комплексного интеграла.
4. В чем состоит теорема Коши?
5. При каких условиях интеграл по замкнутому контуру равен нулю?
6. Запишите интегральную формулу Коши.
7. Как изменится интеграл при изменении направления обхода?
8. Как применяется формула Коши для производных?
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